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Mowigc ogolnie, multimodalna logika epistemiczna to taka, w
ktorej analizuje sie wiecej niz jedno nastawienie sgdzeniowe
(propositional attitude). Nieco uscislajgc: chodzi tutaj o wiecej niz jedno
,gtdwne” nastawienie sgdzeniowe — wprowadzenie do rozwazan dualnej
modalnosci epistemicznej (np. P w przypadku C, czy M w przypadku K)
nie czyni jeszcze z logiki epistemicznej logiki multimodalne;.

Budujac multimodalng logike epistemiczng, mamy do wyboru dwie
strategie:

1) definiujemy pewne ,nowe” modalnosci epistemiczne w terminach

uprzednio scharakteryzowanych modalnosci epistemicznych, nie

przyjmujgc zadnych aksjomatow specyficznych charakteryzujgcych

,2nAowe” modalnosci, lub

2) obok aksjomatow charakteryzujgcych podstawowe wtasnosci

poszczegolnych modalnosci epistemicznych przyjmujemy tez pewne

aksjomaty charakteryzujgce zwigzki miedzy analizowanymi
modalnosciami epistemicznymi.

Zajmijmy sie na poczatek strategig pierwsza.



Strategia |

Wiedza jako catkowite przekonanie bedace prawda



. Wezmy logike przekonan KDE4 (przypominam, ze ,gtéwng”
modalnoscig epistemiczng jest tutaj C — catkowite przekonanie)
| zdefiniujmy operator wiedzy K* tak:

K*A <df. CA A A,
natomiast dualny do K* operator M* tak:
M*A <df. —K*—-A

nie przyjmujgc jednak zadnych aksjomatow specyficznych
charakteryzujgcych — nawet czgstkowo — operator K*.

Formalnie rzecz biorgc, znaczycC to moze, ze rozszerzamy
KDE4 poprzez nastepujgcg modyfikacje reguty zastepowania:



RZ*: Z formuty B mozna wyprowadzi¢ formute powstajgcg z B w
ten sposob, ze podformute formuty B wystepujgcg na danym
miefscu w formule B zastgpimy na tym miejscu formutg
odpowiadajgcg jef na mocy nhastepujgcych rownosci
definicyjnych:

PA =4 —-C—-A
KA=4 CAAA
M*A =4 -C-AV A

Symbolicznie mozemy to zapisac tak:
B B B

B[-C—A /| PA] B[CAAA/IK*A]  B[-C—A\v A/l M*A]



Pytanie, ktore warto teraz zadac, brzmi: jakie witasnosci ma tak okreSlony
operator wiedzy K*?
Otoz tezami bedg, przyktadowo:
(@) K'(p—q)—>(Kp—Kg)
(b) K'p—op
(C) K*p - K*K*p
ad.(a). Oto dowadd (pomijam skadingd oczywiste informacje dowodowe:)
1. C(p - q) » (Cp — Cq)
2.(Clp—>q)n(p—q)) > (Cp—>Cq) A (p—Qq))
3. K*(p—q) > ((Cp > Cq) A (p— q))
4. (Cp—>Ca)r(p—Qq)) > (Cparp—>Cqgnrq)
5.K*(p—>q) > (Cprp—>Cqgng)
6. K*(p - q) > (K'p - Cq A q)
7. K*(p — q) - (K°p - K*q)



ad.(b). Dowadd:
1.Conp—p
2.K'p—>p

ad.(c). Dowod:

1.Cp > CCp

2.(Cph—> CCp) > (CpAap— (CCpACP)A(Cp AP))
3.CpArp—(CCpACpP)A(CpAp)

4. K*p > (CCp A Cp) AK*p

5.CranCqg— C(raQq)

6. CCph ACp —> C(Cp A P)

7. (CCobACp—>C(CphAp))—>((CCpACp)AK*'p—> C(Cp APp)AK*p)
8. (CCpACp)AK*p > C(Cp Ap)AK*p

9. K*p > C(Cp A p) AK™p

10. K*'p - CK*p A K™p

11. K*p > K*K*p



W rozwazanym epistemicznym rachunku multimodalnym mamy
regute wtorna:

A

K*A

albowiem standardowe ,przejscie” od A do K*A wyglgda nastepujgco:

A
CA
A—>(CA—>CAAA)
CA->CAAA

CAAA
K*A



Natomiast tezg budowanego rachunku nie bedzie:
—K*p > K*~K*p
CO mozna sprawdziC np. badajgc metodg tabel analitycznych
odpowiednik powyzszej formuty, viz.:
—(Cp A p) = C(=(Cp A p)) A =(Cp A p)
Tezg jednak bedzie:
p A =K*=K*p — K*p

co pokazuje, ze ,logikg wiedzy” budowanego rachunku jest S4.4.

A oto dowod powyzszej tezy:

1.Conp—->Cpap

2.Cprp—K'p

3. (CpAp—>K*p)—> (p A =K*p > —-Cp)

4. p A =K*p - —Cp

5. —-Cp > C-Cp



6. p A =K*p - C-Cp

7. K'p—>Cpap

8.Cphrp—Cp

9. K*p - Cp

10. (K*p > Cp) »> (—Cp - —K*p)

11. -Cp - —K*p

12. C-Cp - C-K*p

13. p A =K*p > C-K*p

14. (p A = K*p > C=K*p) - (p A = K*p > C—-K*p A —=K*p)
15. p A =K*p > C=K*p A =K*p

16. p A =K*p > K*—K™p

17. (o A —=K*p - K*=K*p) — (p A = K*—K*p - K*p)
24. p A = K*—K*p > K*p
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Odnotujmy jeszcze dwie interesujgce tezy omawianej logiki.
CCp & CK*p

Sens intuicyjny powyzszej tezy mozna wyrazi¢ nastepujgco: catkowite
przekonanie i wiedza sg subiektywnie nieodroznialne.
Dowad:

1.Cp > —-C—p

. CCp - -C-Cp
. —Cp > C-Cp
. (—Cp - C-Cp) > (-C-Cp — Cp)
. —~C—-Cp - Cp
.CCp—>Cp

. (CCp - Cp) > (CCp —> CCp A Cp)
.CCp—->CCpaACp
.CagnCr—C(gnar)

2
3
4
5
6
7
8
9
10. CCp A Cp — C(Cp A p)
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11. CCp A Cp - CK*p
12. CCp —» CK™p
13.CpArp— Cp

14. K*p - Cp

15. CK*p - CCp

16. CCp < CK™*p

Kolejna teza to:

M*p<—>Ppvp
Dowdd:
1. - C—pvpecs-Copvp
2. M*p <> —-C—-pvp
3. M*p<>Ppvp

12



Sens intuicyjny jest nastepujgcy: p nie jest wykluczone przez
(wyidealizowany) podmiot epistemiczny wtedy i tylko wtedy, gdy podmiot
ten mysli, ze jest mozliwe, ze p lub (po prostu) jest tak, ze p.

Wynika stad, ze podmiot nie wyklucza niczego, co jest faktem.
Co jest zaiste daleko idgcg idealizacjg :)

Komentarz dotyczgcy semantyki oraz stosowalnos$ci metody tabel
analitycznych — zapraszam na wykiad :)
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Strategia |

Wiedza obiektywna jako racjonalne przekonanie
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Il. Kolejng znang multimodalng logike epistemiczng otrzymujemy —
mowigc najogolniej — nastepujgco.

Przyjmujemy KDE4 jako logike przekonan oraz S$ jako
,Jpomocniczg’ logike wiedzy. Operator wiedzy K** definiujemy
natomiast tak:

K**A &4 KA A CA

gdzie K jest operatorem wiedzy charakteryzowanym przez

(epistemiczng) S5, natomiast C jest operatorem przekonania
charakteryzowanym przez KDE4.

Typ wiedzy analizowany przez te logike nosi nazwe rationally
believed objective knowledge.

Modalnos¢ dualng do K** definiujemy rzecz jasna nastepujgco:
M**A <df. —K**—A .
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Patrzac od strony formalnej, aksjomatami analizowanej logiki
sg aksjomaty rachunku catkowitych przekonan KDE4 oraz
(epistemicznej) logiki 5. Pierwotnymi regutami inferencyjnymi sa:
reguta odrywania, reguta podstawiania, dwie (sic!) regquty Godla:

A A
CA KA
oraz reguta zastepowania ,rozszerzona” o nastepujace przypadki:
B B

B[KA A CA /] K**A] B[-K—A v ~C—A /| M**A]
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Mozna pokazac, ze tezami rozwazanej logiki sa:

(@ K%(p—q)—> (K"p—>K"q)

(b) K p—op

(C) K**p % K**K**p

(d)1 M**p A M**K**q N K**(M**p V. q)

oraz ze dla K** obowigzuje odpowiednik reguty Godla:

A

K**A

jako ze mozemy zawsze rozumowac tak:

'(Logicznie) rownowazna formule:
oraz formule:
—K**(-K**—p v q) > K**—p v K**-K**q.
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A
KA
CA
A - (KA - (CA —> KA A CA))
KA - (CA > KA A CA)
CA—->KAACA

KA A CA
K**A

W efekcie ,logikg wiedzy” rozwazanej epistemicznej logiki multimodalnej
jest logika znana w literaturze przedmiotu pod nazwg S4F, ,silniejsza” od
S4, ale ,stabsza” od S5.
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Tezami sg m.in. formuty:
M**p <> = K—p v —=C—p
M**p <> Mp v Pp
Tezg analizowanej logiki nie jest natomiast formuta:
_K*p — K*—K**p
rownowazna rzecz jasna formutom:

M**—p - K**M**—p

Komentarze: zapraszam na wyktad :)

**x%
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Strategia Il

Jak pamietamy, druga ze strategii budowania epistemicznef
logiki multimodalnej polega na przyjmowaniu, oprocz aksfjomatow/
charakterystyk ,podstawowych” operatorow epistemicznych,
rowniez pewnych aksjomatow/ postulatow charakteryzujgcych
zwigzki miedzy nimi.

Poniewaz bedziemy teraz mowic¢ o konstrukcjach tgczgcych
wiedze i przekonania, uzyjemy liter < oraz B jako swoistych
zmiennych odnoszgcych sie do operatorow wiedzy i przekonania.
Swoistych w tym sensie, ze znaczenie tych operatorow bedzie
kazdorazowo okreslane w omawianych systemach.
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Strategia Il

Logika Krausa i Lehmana
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Zacznijmy od (jednopodmiotowego) fragmentu logiki zaproponowanej
przez Krausa i Lehmanna.

Aksjomaty specyficzne sg nastepujgce:

(Ky) Ap—>q)—> (p—>1Qq)
(T) pop

(5:) —lp = K=lKp

(K:) 2(p—>q) > (5p > =q)
(D:) op > —E-p

(KE1) <p—Ep

(KE2) Bp > KEp

Pierwotnymi regutami inferencyjnymi sg reguta odrywania, reguta
podstawiania oraz reguta Godla dla <.

* Prezentacja nasza bedzie nieznacznie odbiega¢ od oryginatu; ,jednopodmiotowego” znaczy tutaj tyle, iz w przedstawianym systemie
uwzglednimy tylko jeden operator przekonania i jeden operator wiedzy, domysinie — dotyczgcy tego samego (wyidealizowanego)
podmiotu epistemicznego. Oryginalna logika Krausa i Lehmana jest wielopodmiotowg (multiagent) logikg epistemiczna,
charakteryzujgcg tez przekonania dzielone przez grupe podmiotodw (common beliefs) oraz wiedze dzielong przez grupe (common
knowledge). O takich logikach epistemicznych powiemy nieco wiecej na nastepnym wyktadzie.
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Komentarz: zapraszam na wyktad :)

Aksjomaty:

(KE1) <p—Ep

(KE2) =Sp — KEp
zdajg sie wyrazac podstawowe intuicyjne zwigzki tgczgce wiedze |
przekonanie. Przyjecie aksjomatu <=1 prowadzi jednak do powstania
dosc¢ nieoczekiwanych ktopotow. Otoz dowodliwe stajg sie nastepujace
zaleznosci:

(1) SEp — Kp
(jesli podmiot jest przekonany, ze wie, ze p, to podmiot wie, ze p) oraz,
CO gorsza:

(2) SKp—>p
(jesli podmiot jest przekonany, ze wie, ze p, to jest tak, ze p; one cannot
believe to know a false proposition).

Aby zlokalizowac zrodto trudnosci, przesledzmy dowody.
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Teza: D<p —> Kp

. Kp—Ep

. K=p > B=Kp

L Bp > =Ep

(Bp > =E=p) > (BE=p > =p)
L BEap > =Ep

E=Ep = =EKp

. —p = K=Kp

. —p = B=Kp

. —p = =EKp

10. (=Xp > =E2Kp) = (BKp —> Kp)
11. BKp —> Kp

© 00 N O O~ W N -

(aksjomat <=1)
(1 RP: p/=[<p)
(aksjomat Dg)
(aksjomat r-z)
(4, 3 RO)
(5 RP: p/<p)
(aksjomat 5y)
(7, 2 RSH)
(8, 6 RSH)
(aksjomat r-z)
(10, 9 RO)
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Teza: o<p > p

1. BElKp = Kp (teza udowodniona)
2. Kp—>p (aksjomat Ty.)
3.5Kp—>p (1, 2 RSH)

W przedstawionych dowodach uzyto nastepujgcych aksjomatow
specyficznych:

<p—Ep (aksjomat <=1)
=5p —> —B—p (aksjomat Dg)
—Kp = K=Kp (aksjomat 5y)
p—p (aksjomat Ty)

Aby ,zablokowac” pojawianie sie niepozgdanych konsekwencji, mozemy
zatem albo nie przyjmowac jakiegos sposrod powyzszych aksjomatow,
albo zmieni¢ pierwotne reguty inferencyjne. Rezygnacja z aksjomatu T
nie wchodzi jednak w gre, z oczywistych powodow.
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Strategia Il

Logika Voorbraaka
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W multimodalnej logice epistemicznej Voorbraaka zakwestionowaniu

ulega aksjomat [<=1. Aksjomaty specyficzne dla operatora przekonan
sg prawie takie same, jak w logice przekonan KDE (z tym, ze aksjomat D
wyraza sie bez uzycia operatora dualnego, a zamiast formuty E
wykorzystuje sie rownowazng formute 5), viz.:

(K:) 2(p—>q) > (5p > =9q)
(D:) op > —E-p
(5:2) —5p —> E=Ep

Natomiast aksjomaty dla funktora wiedzy < sg takie same, jak w
epistemicznej Sé:

(K») Ap—q)—> (p— Q)

(T) pop

(51) —Kp = K=Kp
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Ponadto przyjmuje sie aksjomaty charakteryzujgce zwigzki miedzy < a
B:

(K52) Bp o Kop
(X593) Sp— okp

Pierwotne reguty inferencyjne to odrywanie, podstawianie oraz reguty
Godla dla < oraz =.

Zakwestionowanie aksjomatu:
(KE1) <p—Ep

jest jednak zerwaniem z dtugg filozoficzng tradycjg myslenia o wiedzy |
przekonaniach. Voorbraak jest tego swiadomy; twierdzi on, ze
charakteryzowane w jego logice pojecie wiedzy jest ,,obiektywne” w tym
sensie, ze dotyczy ono dowolnego podmiotu (agent) zdolnego do

przetwarzania informacji niezaleznie od tego, czy mozna mu przypisac
sSwiadome przekonania.
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Strategia Il

Rozwigzania Williamsona | Halperna
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Williamson proponuje odrzucenie aksjomatu 5, przy jednoczesnym
zachowaniu aksjomatow:

(KE1) <p—Ep

(KE3) =5p — BKp

Co ciekawe, do znanych zarzutow pod adresem przyjmowania
aksjomatu negatywnej introspekcji dla wiedzy:

(5:) —lp = K=lKp

dodaje on oryginalny argument zwigzany z konsekwencjami
wystepowania zasady negatywnej introspekcji (dla operatora wiedzy) w
epistemicznej logice multimodalnej. Jest to zarzut nastepujgcy: formuta

(3) p—>p
staje sie wyprowadzalna wowczas, gdy w charakterze przestanek
przyjmiemy (jednoczesnie) aksjomaty <21, <23, Dg, T, oraz 5..°
Z drugiej strony, przekonanie, ze p z pewnoscig nie powinno implikowac,
ze (jest tak, ze) p !

> Dowdd odtworzymy sobie na konwersatorium :)
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Halpern podaje inne rozwigzanie.

Dowodzac tezy = <p — <p, dokonujemy podstawienia w aksjomacie
<81, viz.:

2. \=Kp = B=Kp (1 RP: p/=[<p)

przy czym jest to podstawienie formuty modalnej/ wyrazajgcej
nastawienie sgdzeniowe za zmienng zdaniowa.

Modyfikujgc logike tak, aby tego rodzaju podstawienia nie byty
dopuszczalne, mozemy zbudowac¢ multimodalng logike epistemiczng, w
ktorej operator przekonania = jest rozumiany zgodnie z logikg
KDE4/KD45, operator wiedzy < zgodnie z S§ i w ktorej obowigzuje
aksjomat <=1. Tezami tej logiki nie bedg natomiast paradoksalne
formuty (1), (2) i (3).

Patrzgc od strony formalnej, rozwigzanie polega albo na natozeniu
odpowiednich ograniczen na regute podstawiania (gdy aksjomaty sg formutami,
a nie schematami formut), albo (w przeciwnym przypadku) na przyjeciu, ze K=21-

aksjomatami sg wytgcznie formuty postaci K¢ — B¢, gdzie ¢ nie zawiera
zadnego operatora epistemicznego.
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Odrzucenie aksjomatu D
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W derywacji rodzgcej paradoksalne konsekwencje tezy:

SKp —> Kp
uzyto tez aksjomatu Dy :
5p —> =E—p

Tak wiec rezygnacja z aksjomatu Dy rowniez ,blokuje” pojawienie sie
paradoksalnych konsekwenciji (1), (2) i (3) w epistemicznej logice
multimodalnej.

Taki krok ma jednak daleko idgce nastepstwa. Zauwazmy, ze
formuta Dy jest logicznie rownowazna formule:

)  —=(EpAE-p)

wyrazajgcej fakt, ze (wyidealizowany) podmiot epistemiczny nigdy nie
jest jednoczesnie przekonany do jakiegos sadu i jego negacji.

Komentarz: zapraszam na wyktad :)
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Uwaga koncowa. Zasada negatywnej introspekcji dla wiedzy:

—p = K=Kp
nie obowigzuje w przedstawionych na tym wyktadzie multimodalnych

logikach epistemicznych budowanych zgodnie ze strategig pierwsza (tj.

gdy K = K* lub X = K**). W konsekwencji rodzgca paradoksalne
konsekwencje formuta:

SKp —> Kp

nie jest tezg tych logik. Z drugiej strony, sg w nich dowodliwe formuty
podpadajgce pod schemat:

(KE1) <p—>Ep
gdzie © ma postaé C.
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